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Aufgabe 1. Kleinaufgaben [11 Punkte]

a. Fiihren Sie die Operationen decreaseKey(x, 3) und decreaseKey(y, 4) auf dem un-
ten abgebildeten Fibonacci Heap nacheinander aus und geben Sie nach jeder Operation den

aktuellen Zustand an. [2 Punkte]
Losung
mian 9 mian @
®) decreaseKey(x, 3)>
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b. Fiir ein Problem gebe es einen parallelen Algorithmus mit Ausfiihrungszeit Tpar(n,p) =
%. Die Laufzeit des besten sequenziellen Algorithmus fiir das Problem sei Tyeq(n) =
n*logn. Geben Sie die Effizienz und die Arbeit des parallelen Algorithmus an. [2 Punkte]

Losung

Esist E = flogn und W = /pn*(logn)>.

c. Sei G = (V,E, ) ein gerichteter Graph mit Knotenmenge V C N? und der Manhattan-Metrik
als Kantengewichtsfunktion: @((x1,y1), (x2,¥2)) = |(x1,y1) — (x2,¥2) |1 = |x1 —x2| + [y1 — y2|-
Zeigen Sie, dass f(u) = |u—t|; fiir einen beliebigen Zielknoten 7 € V eine giiltige Potential-
funktion fiir den A* Algorithmus aus der Vorlesung ist.

Anmerkung: Die Bedingung f(¢) = 0 ist offensichtlich erfiillt und gibt keinen Punkt.

Hinweis: |-|; erfiillt die Dreiecksungleichung. [2 Punkte]

Lésung

* Konsistenz: fiir e = (u,v) € Eist w(e)+ f(v) = |lu—v|[1 +|v—t|1 > |u—t|; = f(u).

* Nicht iiberschitzen: fiir ein u € V sei (u = vy, v2,...,v, =1t) ein kiirzester u-r-Pfad in G.
Dann gilt

p(u,t) = Z (Vi,vig1) Z|Vz virt|r > = |u—t|1 = f(u).

—Vi+1

* Zuletztist f(t) =1t —t|; =0




d. Geben Sie das Suffix-Array und das LCP-Array fiir die Zeichenkette falafaf$ an. [2 Punkte]

Lésung

Indices 0 1 2 3 4 H 6

&L |

Text f a | a f a f

Suffix-Array 7 5 3 1 6 4 0 2

LCP-Array | -1 | 0 2 1 0 1 2 0

e. Es ist Domino-Day! Verschiedene Teams haben in mehreren miihseligen Monaten tausen-
de von Dominosteinen aufgestellt, um sie am Domino-Day zum Fall zu bringen. Leider haben
sich die Teams nicht auf einen gemeinsamen Start-Dominostein geeinigt, sodass kein einzelner
umgestoBener Stein alle anderen mit umwirft. In dieser Aufgabe nehmen wir an, dass ein Do-
minostein nur in eine Richtung umfallen kann. Die Anordnung der Dominosteine wird durch
einen gerichteten Graph G = (V, E) reprisentiert, wobei V die Menge der Dominosteine dar-
stellt. Falls ein Dominostein u € V durch sein Fallen einen anderen Dominostein v € V umwirft,
existiert in unserem Graph G eine Kante (u,v) € E. Geben Sie einen Algorithmus an, welcher
in einer Laufzeit von &(|V|+ |E|) die minimale Anzahl an Dominosteinen ermittelt, welche
durch héandisches AnstoB3en alle anderen Steine zu Fall bringt. [3 Punkte]

Lésung

Alternative 1:
1. Finde alle SCC (O(|V|+ |E|))
2. Kontrahiere alle SCC und erhalte G’ = (V',E") (O(|V|+ |E|))
3. Zihle alle Knoten v € V' mit indegree(v) =0 (O(|V| + |E|))
Alternative 2:

1. Finde alle SCC und speichere fiir jeden Knoten v € V die SCC ID in einem Array SCC
der GroBe |V| (O(|V|+|E]))

2. Tteriere iiber alle Kanten e = (x,y) € E: Falls x und y in unterschiedlichen SCC, inkre-
mentiere eine Zéhlervariable C[SCC[y]] (O(|V|+ |E|))

3. Zihle alle Eintrége i in C mit C[i] = 0 (Achtung: i muss eine valide SCC ID sein)
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Aufgabe 2. Randomisierte Algorithmen: Treaps [9 Punkte]

Ein Treap ist ein bindrer Suchbaum, in dem jeder Knoten x neben einem Schliissel k(x) auch
eine Prioritét p(x) besitzt. Zur Einfachheit nehmen wir an, dass alle Schliissel und Prioritéiten
eindeutig sind, d. h. es existieren keine x # y mit k(x) = k(y) oder p(x) = p(y). Die Datenstruk-
tur besitzt folgende Eigenschaften:

1. Jeder Knoten hat maximal Ausgangsgrad 2.

2. Suchbaumeigenschaft: Wenn x ein Knoten mit linkem Teilbaum 7; = (V}, E;) bzw. rech-
tem Teilbaum 7, = (V,,, E,) ist, dann gilt k(x;) < k(x) fiir alle x; € V; und k(x) < k(x,) fir
alle x, € V.

3. Heapeigenschaft: Wenn x ein Knoten ist, dann gilt p(x) < p(x’) fiir alle Kinder x" von x.
Wir sagen, dass x eine hohere Prioritit als ein Knoten y hat, wenn p(x) < p(y).

a. Geben Sie einen giiltigen Treap mit folgenden Elementen an, wobei die Zahl jeweils den
Schliissel und der Buchstabe die Prioritiit (Iexikographische Ordnung) angibt: (2,B), (17,A),

(21,G), (34,E), (39,H), (48,D). [2 Punkte]
Lésung
(17, 4)
(2, B) (48, D)
(34, E)

J&
(39, H)




b. Fiir einen Knoten v definieren wir seinen Rang r(v) als dessen Position in der nach Schliissel
sortierten Liste aller Knoten. Seien x und y zwei Knoten mit Réngen r(x) und r(y). Begriinden
Sie, dass y genau dann in einem Teilbaum mit Wurzel x liegt, wenn x die hochste Prioritit unter
allen Knoten in M = {v | min{r(x),r(y)} < r(v) <max{r(x),r(y)}} hat. [3 Punkte]

Lésung

Ohne Einschrinkung sei r(x) < r(y). Wir unterscheiden drei Fille:

* y liegt in einem Teilbaum mit Wurzel x: sei T, = (V,, E,) der rechte Teilbaum von x. Da
r(x) < r(y) folgt y € V,, insbesondere aber M \ {x} C V,. Also hat x auch die hochste
Prioritit unter allen Elemente in M.

* x liegt in einem Teilbaum mit Wurzel y: dann hat y eine hohere Prioritit als x, x hat also
nicht die hochste Prioritét unter allen Elementen in M.

* Es gibt einen Knoten z mit Teilbdumen 7; = (V,E;) und 7, = (V,, E,),und x € V), y € V.
Dann ist z € X, denn k(x) < k(z) < k(y), und z hat eine hohere Prioritit als x. Also hat x
nicht die hochste Prioritét unter allen Elementen in M.

Ab jetzt sind die Priorititen der Elemente nicht Teil der Eingabe, sondern werden beim Ein-
fiigen eines Elements zufillig nach der stetigen Gleichverteilung % (0, 1) gewéhlt. Dadurch ist
die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Elemente dieselbe Prioritét haben, gleich 0.

c. Seien x und y Knoten mit Rangen r(x) und r(y). Geben Sie die Wahrscheinlichkeit p,, an,
dass y in einem Teilbaum mit Wurzel x liegt. [1 Punkt]

Losung

Da die Elemente in M aus Teilaufgabe b nur durch ihren Schliissel und unabhingig von ih-
rer Prioritdt ausgewihlt werden, ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Element die

kleinste Prioritit besitzt gerade p,, = W




d. Zeigen Sie, dass die erwartete Tiefe eines Knotens in &'(logn) liegt, wobei n die Anzahl der
Elemente im Treap ist.

Anmerkung: Die Tiefe eines Knotens v in einem Baum mit Wurzel w ist die Linge des Pfades
von w nach v.

Hinweis: Hy =Y 1/i=Y}_| == € O(logn). [3 Punkte]

Lésung

Sei x ein beliebiger Knoten. Fiir y # x definieren wir die Indikatorvariable 7, mit E[,,,] = py,
die angibt, ob x in einem Teilbaum mit Wurzel y liegt. Die erwartete Tiefe von x ist gerade die
erwartete Anzahl solcher Knoten, also

E(Tiefe(x)] = Y El= Y pu

yeV\{x} yeV\{x}
r(x)—1 1 n 1
= +
j:Z’l r(x)—j+1 _j:r(ZxS+11_r<x)+1
r(x) 1 n—r(x)+1 1
Lt Lok
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Aufgabe 3. Approximationsalgorithmen: Steinerbdu [9 Punkte]

Gegeben sei ein ungerichteter zusammenhéngender gewichteter Graph G = (V, E, ®) mit Kan-
tengewichtsfunktion w : E — R~ und eine Teilmenge an Knoten R C V. Wir definieren das
Steinerbaumproblem fiir eine Probleminstanz (G,R) wie folgt: Finde eine Teilmenge T C E,
welche alle Knoten in R verbindet, mit minimalem Gesamtkantengewicht @(T) :=Y .1 ®(e).
Eine Losung 7' C E ist giiltig, falls Sie alle Knoten in R verbindet.

Anmerkung: Falls R =V, dann ist die optimale Losung fiir das Steinerbaumproblem ein mi-
nimaler Spannbaum. Falls R C V, dann konnen Kanten, welche Knoten aus V \ R verbinden
(auch Steinerknoten genannt), optional in der Losungsmenge enthalten sein. Dadurch wird das
Problem NP-vollstéindig.

a. Gegeben sei der unten abgebildete ungerichtete gewichtete Graph G = (V,E, w). Die Zahl
neben einer Kante e € E ist ihr jeweiliges Gewicht m(e). Die rechteckigen Knoten représentie-
ren die Menge R. Die kreisformigen Knoten sind optionale Knoten. Markieren Sie in der unten
abgebildeten Losungsskizze alle Kanten die in einer optimalen Losung fiir die Steinerbaumin-
stanz (G, R) enthalten sind. [2 Punkte]

Losung

B Knoten der Menge R
@ Optionale Knoten = V' \ R




Wir definieren den metrischen Abschluss Gg = (R, Eg,d) von G mit Eg := {{u,v} | u,v € R},
welcher nur die Knoten aus R enhilt sowie die Kantengewichtsfunktion d : Eg — R+, wobei
d(u,v) die Linge des kiirzesten Pfades zwischen u und v in G ist. Fiir eine Teilkantenmenge
T C Eg definieren wir d(T') == Y, rer d(u,v).

b. Geben Sie einen Algorithmus an, welcher aus einem minimalen Spannbaum 7y;s7 von Gg,
einen Baum T berechnet mit @(7T') < d(Tysr), welcher eine giiltige Losung fiir die Steinerbau-
minstanz (G, R) ist. [2 Punkte]

Losung

Fiir jede Kante {u,v} € Tysy fiigen wir die Kanten des kiirzesten Pfades zwischen u und v in
G zu T’ hinzu. Es gilt: o(T”) < d(Tysr). Ein minimaler Spannbaum 7 von G’ = (V,T’) ergibt
eine giiltige Losung fiir die Steinerbauminstanz (G,R) mit @(T) < o(T") < d(Tysr).

c. Wir definieren folgenden Algorithmus:
1. Berechne minimalen Spannbaum 7j;57 von Gg.

2. Berechne mit Teilaufgabe b eine giiltige Losung T fiir die Steinbauminstanz (G, R) mit
o(T) < d(Tusr).

Zeigen Sie, dass T eine 2-Approximation fiir die Steinerbauminstanz (G, R) ist.
Hinweis: Verwenden Sie einen dhnlichen Beweis wie zur Berechnung der 2-Approximation fiir
das metrische Handlungsreisendenproblem aus der Vorlesung. [5 Punkte]

Lésung

Sei Topr die optimale Losung fiir die Steinerbauminstanz (G, R). Wir verdoppeln alle Kanten
von Tppr und erhalten T),p mit @(T/,py) = 20(Topr). AnschlieBend berechnen wir eine Eu-
lertour Ty, die jede Kante aus T/,p genau einmal besucht. Es gilt: @ (Tgyer) = 20(Topr).
Eine solche Tour existiert, da die Knoten des Graphen G = (V,T},p;) alle geraden Grad be-
sitzen. Anschliefend entfernen wir aus T, alle Knoten die nicht in R enthalten sind und
erhalten T} .. Fiir diese Tour gilt d(7},,,,) < ®(Tgyer), da die Gewichte der Kanten in Gg
gleich dem kiirzesten Pfad zwischen zwei Knoten entsprechen. T}, . ist eine Eulertour in Gg.
Es gilt:

uler

b
o(T) < d(Tusr) < d(Tger) < O(Tguter) < 20(Topr)
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Aufgabe 4. Flussalgorithmen: Miusejagd

[9 Punkte]

a. Gegeben sei das folgende Flussnetzwerk mit Quelle s und Senke ¢. Es beschreibt den Zu-
stand des preflow-push Algorithmus nach der Initialisierung. Die Knoten sind mit ihrem mo-
mentanen Uberschuss im oberen und ihrem Distanzlabel im unteren Halbkreis beschriftet. Die
Kanten sind jeweils mit ihrem aktuellen Flusswert (links) und Kapazitit (rechts) beschriftet.
Ihre Aufgabe ist es, mittels des generic preflow-push Algorithmus, einen maximalen Fluss f
zu berechnen. Geben Sie dafiir eine Folge von giiltigen push (a,b) und relabel (a) Ope-
rationen an. Fiir eine push (a, b) -Operation geben Sie bitte an, wie viel Fluss Sie iiber die
Kante (a,b) schieben und fiir eine relabel (a)-Operation geben Sie bitte an, auf welchen

Wert sich das Distanzlabel von Knoten a dndert.

[3 Punkte]

1. relabel (u) —d(u) =1

push (u, w) — f(u,w) =2
push (u,v) — f(u,v) =2
relabel (v) = d(v)=1

push (v, w) = f(v,w) =2
push (v, x) = f(v,x) =2
relabel (w) —»d(w)=1

® Nk »N

push (w,t) = f(wt) =4

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

relabel (x) —»d(x)=1
push(x,t) = f(x,1)=2

relabel (v) —»d(v)=2

push (v, u) = f(vu) =1
relabel (u) —d(u)=3
push (u,v) — f(u,v) =1
relabel (v) —»d(v)=4

push (v,u) = f(vu)=1

17. ...

18.
19.

relabel (v) —d(v)=38

push(v,s) = f(v,s)=1




Ein Greifvogel fliegt iiber einem Feld, um Méiuse zu jagen. Auf dem Feld befinden sich n
Mause. Eine Maus gilt als sicher vor dem Greifvogel, falls sie es schafft, sich innerhalb von x
Sekunden in einem der m < n vorhandenen Locher zu verstecken. In ein Loch passt genau eine
Maus und jede Maus rennt mit konstanter Geschwindigkeit v Metern pro Sekunde. Die Distanz
von Maus i zu Loch j betrigt genau d;; Meter (1 <i<nund 1 < j <m).

b. Geben Sie einen Algorithmus an, welcher mit Hilfe eines maximalen Flusses in einem Flus-
snetzwerk G = (V,E,c,s,t) mit Kapazititsfunktion ¢ : E — R, Quelle s und Senke #, die ma-
ximale Anzahl an Miusen bestimmt, welche sich vor dem Greifvogel in Sicherheit bringen
konnen. Konstruieren Sie hierfiir das Flussnetzwerk G und begriinden Sie die Korrektheit Thres
Algorithmus. [4 Punkte]

Losung

Es handelt sich hierbei um ein Zuordnungsproblem, welches man mit Hilfe eines maxi-
malen Flusses in einem bipartiten Flussnetzwerk G = (M UL,E,c,s,t) 1osen kann, wobei
M ={1,...,n} die Menge der Mduse und L = {1,...,m} die Menge der Locher darstellt. Eine

Maus i kann sich in einem Loch j vor dem Greifvogel in Sicherheit bringen, falls % < x. Das
Flussnetwerk ist wie folgt definiert:

1. Von der Quelle s fiigen wir zu jeder Maus i € M eine Kante (s,i) hinzu mit Kapazitt
c(s,i)=1.

2. Von jedem Loch j € L fiigen wir zur Senke ¢ eine Kante (,7) hinzu mit Kapazitit ¢(j,1) =
L.

3. Von jeder Maus i € M fiigen wir zum Loch j € L eine Kante (i, j) hinzu, falls % < x, mit
Kapazitit c(i, j) = o (oder ¢(i, j) = 1).

Da die Kapazitit von der Quelle zu jeder Maus und von jedem Loch zur Senke genau 1 ist, kann
jeder Maus nur maximal ein Loch zugeordnet werden und jedem Loch maximal eine Maus. Der
Wert des maximalen Flusses f stellt die maximale Anzahl an Méusen dar, welche sich vor dem
Greifvogel in Sicherheit bringen kdnnen.

c¢. Geben Sie einen Algorithmus an, welcher eine Zuordnung der Miuse zu den Lochern ausgibt,
um eine maximale Anzahl an Méusen vor dem Greifvogel in Sicherheit zu bringen. [1 Punkt]

Losung

Die Zuordnung der Méuse zu den Lochern, um eine maximale Anzahl an Miusen vor dem
Greifvogel in Sicherheit zu bringen, entspricht einem maximalen bipartiten Matching in dem
bipartiten Graphen aus Teilaufgabe b. Die Kardinalitit des maximalen bipartiten Matching ist
gleich dem maximalen Fluss f in G. Wir ordnen Maus i zu dem Loch j zu, falls f(i, j) = 1.

d. Wie kann das Flussnetzwerk G aus Teilaufgabe b angepasst werden, falls sich in jedem Loch
J genau [; Méuse vor dem Greifvogel in Sicherheit bringen knnen? [1 Punkt]

Lésung

Wir passen die Kapazititen der Kanten von jedem Loch j € L zur Senke ¢ an: c(j,t) = [;.
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Aufgabe 5. FPT Algorithmen: Dominating Set [13 Punkte]

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V,E). Eine Menge D C V ist eine dominierende
Menge, falls jeder Knoten in V \ D zu einem Knoten in D adjazent ist. Das Ziel des Problems
Dominating Set istes, zu entscheiden, ob eine dominierende Menge D mit Kardinalitét k
existiert (|D| = k).

a. Markieren Sie im nachfolgenden Graphen eine dominierende Menge D mit kleinstmdglicher
Kardinalitét. [1 Punkt]

Zwei Kopien. Sollten Sie mehr als eine Kopie verwenden, machen Sie deutlich welche bewertet
werden soll. Ansonsten wird die Teilaufgabe mit 0 Punkten bewertet.

U3 U3

V2 V4 V2 Vg
Ve Ve

Us v7 Us v7

U1 Vg Us U1 U9y U8

Losung

Zum Beispiel D = {v;,v7,v9}.

Fiir allgemeine Graphen ist Dominating Set vermutlich nicht fixed parameter tractable.
Darum betrachten wir in der restlichen Aufgabe nur Graphen, die keine Kreise der Linge
3 und 4 enthalten.

b. Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph, der keine Kreise der Linge 3 und 4 enthélt und u € V
ein Knoten mit zwei Nachbarn v und w. Zeigen Sie, dass v und w nicht adjazent sind und u der
einzige gemeinsame Nachbar von v und w ist. [2 Punkte]

Lésung

Die Nachbarn v und w kénnen nicht adjazent sein, denn andernfalls wire (u,v,w,u) ein Kreis
der Linge 3. Wenn es noch einen weiteren gemeinsamen Nachbarn x von v und w gébe, dann
wire (u,v,x,w,u) ein Kreis der Linge 4.




Der nachfolgende Reduktionsalgorithmus reduziert eine Probleminstanz (G, k) auf einen Kern
oder gibt aus, dass es in G keine dominierende Menge D mit Kardinalitét k& gibt (Riickgabewert
false). Dazu firbt der Algorithmus jeden Knoten rot, schwarz oder weif3, wobei zu Beginn
alle Knoten schwarz geféarbt werden.

* Rote Knoten (Menge R) sind solche, die in die dominierende Menge D aufgenommen
werden.

* Weille Knoten (Menge W) sind solche, die zu einem roten Knoten adjazent sind.

* Schwarze Knoten (Menge S) sind alle verbleibenden Knoten.

Algorithmus 1 reduce(G = (V,E),k)

Firbe alle Knoten schwarz S+V)
while Ju € SUW: u hat mehr als k — |R| schwarze Nachbarn do
Férbe u rot (R<+ RU{u}, S« S\{u}, W W\ {u})
Fiérbe alle schwarzen Nachbarn v von u weif3 (W +—WuU{v}, S« S\{v}H
Losche weiBle Knoten w ohne schwarzen Nachbarn aus G =~ (V < V\{w},W «+ W\ {w})
if [R| > k then

return false
return (G,k—|R|)

c¢. Zeigen Sie fiir die Korrektheit des Reduktionsalgorithmus folgende Invariante: Wenn es eine
dominierende Menge D mit Kardinalitét k gibt, dann gilt zu jedem Zeitpunkt: R C D.
Hinweis: Verwenden Sie Teilaufgabe b. [3 Punkte]

Lésung

Sei D eine dominierende Menge mit Kardinalitdt k und v € SUW ein schwarzer oder weiller
Knoten mit mehr als k — |R| schwarzen Nachbarn. Wir zeigen, dass wenn R C D, dann auch
RU{v} C D (am Anfang gilt trivialerweise 0 C D).

Da D eine dominierende Menge ist, gibt es eine kleinste Teilmenge D' C D, die alle Knoten
in § dominiert. Nach Definition von S ist D' R = (. Da nach Voraussetzung R C D, folgt
|D'| =k—|R|.

Angenommen, v ¢ D’. Dann muss jeder schwarze Nachbar von v entweder in D’ enthalten sein
oder von einem Knoten in D' dominiert werden. Da die Nachbarn von v nicht adjazent sind
und keine zwei Nachbarn von v durch den selben Knoten dominiert werden kdnnen (jeweils
Teilaufgabe b), folgt daraus |D’| > k — |R|, ein Widerspruch.




d. Sei (G, k) eine Probleminstanz, fiir die eine dominierende Menge D der Groe k existiert.
Zeigen Sie, dass der Reduktionsalgorithmus einen Kern mit maximal & (k?) schwarzen Knoten
berechnet. [2 Punkte]

Losung

Da der Algorithmus alle weien und schwarzen Knoten mit mehr als k — |R| schwarzen Nach-
barn rot firbt, hat jeder weille oder schwarze Knoten maximal k schwarze Nachbarn. Da nach
Voraussetzung ein Dominating Set D mit £ Elementen existiert, miissen maximal k£ weille oder
schwarze Knoten alle anderen schwarzen Knoten dominieren. Deswegen kann es maximal
k> +k € O(k*) schwarze Knoten geben.

e. Sei (G, k) eine Probleminstanz, fiir die eine dominierende Menge D der Grofie k existiert.
Zeigen Sie, dass der Reduktionsalgorithmus einen Kern mit maximal &'(k®) weifen Knoten
berechnet.

Hinweis: Zeigen Sie, dass ein schwarzer Knoten zu maximal k weilen Knoten benachbart sein
kann. [3 Punkte]

Losung

Im Kern hat jeder weille Knoten mindestens einen schwarzen Nachbarn, denn andernfalls hét-
te der Reduktionsalgorithmus den Knoten entfernt. Wenn wir nun zeigen, dass jeder schwarze
Knoten maximal k weile Nachbarn hat, konnen wir mit Teilaufgabe d die Anzahl der weillen
Knoten gegen k- € (k?) = 0(k*) nach oben abschitzen. Dazu betrachten wir einen schwar-
zen Knoten und dessen weilen Nachbarn. Jeder weille Nachbar muss zu mindestens einem
roten Knoten adjazent sein, denn andernfalls wire der Nachbar nicht wei3. Nach Teilaufgabe b
miissen die weilen Knoten aber zu verschiedenen roten Knoten adjazent sein. Da es aber nur
maximal k viele rote Knoten geben kann (andernfalls bricht der Reduktionsalgorithmus ab),
kann es auch nur k weille Nachbarn geben.

f. Begriinden Sie kurz, wieso Dominating Set eingeschriankt auf Graphen ohne Kreise der

Léngen 3 und 4 fixed parameter tractable ist.

Anmerkung: Der vorgestellte Reduktionsalgorithmus hat polynomielle Laufzeit.

Hinweis: Beachten Sie, dass Teilaufgaben d und e nur erfiillbare Probleminstanzen betrachten.
[2 Punkte]

Losung

Die Laufzeit des Reduktionsalgorithmus ist offensichtlich polynomiell in n. Wenn der Reduk-
tionsalgorithmus false zuriick gibt, kann es nach Teilaufgabe ¢ kein Dominating Set mit
Kardinalitit k geben und wir konnen Nein ausgeben. Wenn der Kern mehr als k rote, k> + k
schwarze (Teilaufgabe d) oder k3 + k% weiBe (Teilaufgabe e) Knoten besitzt, ist die Instanz
unerfiillbar. Andernfalls haben wir bei einen Kern mit ¢'(k*) Knoten, den wir mit Bruteforce
1osen konnen. Die Laufzeit betrigt also &(p(n) + f(k)), wobei p(n) die polynomielle Laufzeit
des Reduktionsalgorithmus und f(k) die berechenbare Laufzeit des Bruteforce Algorithmus ist.
Damit ist das Problem fixed parameter tractable.
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Aufgabe 6. Geometrische Algorithmen: Regenschauer [9 Punkte]

Wir betrachten den Querschnitt eines iiberdachten Au3enbereichs mit unnotig komplexer Dach-
struktur. Die Décher seien durch eine Menge von n Liniensegmenten {/1,...,l,} gegeben, wo-
bei ein Liniensegment ; = P;Q; die Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten P, Q; € R?
ist. Wenn es regnet, fillt Wasser geradlinig von oben auf die Dicher und flieft ab (nach den
Gesetzen der Schwerkraft). Am Rand eines Daches flie3t Wasser geradlinig nach unten.

Wie im untenstehenden Beispiel angedeutet, gibt es Décher, die direkt beregnet werden (/y, I3,
Is, lg und Ig), und solche, die vollstindig von anderen Dichern iiberdeckt werden und daher nur
indirekt (/4 und /7) oder gar nicht (/) beregnet werden.

Ziel dieser Aufgabe ist es, alle Punkte zu berechnen, an denen Wasser auf den Boden fillt (im
Beispiel mit X markiert).

OOELOO

.
.

(V3 V3 ¢

K K K

Boden

Um Spezialfille zu vermeiden, treffen wir folgende vereinfachende Annahmen:
* es regnet nur auf Dicher und nicht direkt auf den Boden,
* es gibt keine horizontalen Décher,
* an einer x Koordinate beginnt oder endet maximal ein Dach,

* und Diécher beriihren oder schneiden sich nicht gegenseitig.




a. Geben Sie einen Algorithmus an, der in einer Laufzeit von &'(nlogn) alle direkt beregneten
Dicher markiert.

Hinweis: Verwenden Sie einen Sweep-Line Algorithmus, der Events nach aufsteigender x-
Koordinate abarbeitet und dhnlich zum in der Vorlesung vorgestellten Line Intersection Al-
gorithmus arbeitet. [4 Punkte]

Lésung

Das Problem kann mit einer Sweep-Line gelost werden. Dazu benotigen wir eine sortierte Liste
T, die alle Décher enthilt, die sich momentan mit der Sweep-Line schneiden. Die Dicher in T
sind aufsteigend nach y-Koordinate des Schnittpunktes mit der Sweep-Line sortiert.

Der Algorithmus sortiert nun alle Endpunkte von Déachern nach aufsteigender x-Koordinate und
geht sie in dieser Reihenfolge durch. Wenn ein Event ein Startpunkt ist, wird das neue Dach
in T eingefiigt. Wenn es ein Endpunkt ist, wird das zugehorige Dach aus 7T entfernt. Da jedes
Dach, das zu irgendeinem Zeitpunkt das erste Element in 7 war direkt beregnet wird und alle x-
Koordinaten der Start- und Endpunkte unterschiedlich sind, markieren wir bei jeder Anderung
an T das oberste Dach.

Analyse (nicht gefordert): Die Einfiige- und Loschoperation von 7 bendtigen jeweils logarith-
mische Laufzeit. Das sortieren der x-Koordinaten benétigt &'(nlogn) Zeit. Dadurch ergibt sich
insgesamt die Laufzeit &' (nlogn).

Wir definieren den Regenschauergraphen G = ({W,B}U{ly,...,I,},E), der neben den Knoten
W (Wolken) und B (Boden) alle Décher als Knoten enthilt. Fiir jedes direkt beregnete Dach
I; fugen wir eine Kante (W, ;) ein. Fiir jedes Dach /;, von dem Wasser direkt auf den Boden
flieBen konnte, fiigen wir eine Kante (/;, B) ein. Wenn Wasser von Dach /; direkt auf Dach [;
flieBen konnte, fiigen wir eine Kante (/;,/;) ein.

Fiir das zuvor abgebildete Beispiel ergibt sich somit folgender Regenschauergraph:

Wolken

‘e

Boden

b. Geben Sie einen Algorithmus an, der in einer Laufzeit von &'(nlogn) den Regenschauergra-
phen aufbaut.
Hinweis: Konnen Sie Thren Algorithmus aus Teilaufgabe a anpassen? [3 Punkte]

Lésung

Wir ergiinzen den Algorithmus aus Teilaufgabe a wie folgt. Wenn wir vorher ein Dach /; als
direkt beregnet markiert haben, fiigen wir nun eine Kante (W, [;) ein. Wenn wir bei einem Event
ein Dach /; in T einfiigen oder rausléschen, und das Event der Endpunkt von /; ist, an dem das
Wasser runter flieft, fiigen wir eine Kante (/;,/;) zum darunterliegenden Dach /; in T ein (falls
ein solches existiert). Wenn /; schon das unterste Liniensegment in 7 ist, fiigen wir eine Kante
(1;,B) ein.




c. Geben Sie einen Algorithmus an, der mithilfe des Regenschauergraphen G = (V,E) in einer
Laufzeit von O(|V|+ |E|) alle x-Koordinaten findet, an denen Wasser auf den Boden fillt.
[2 Punkte]

Losung

Wir starten eine Breitensuche (oder Tiefensuche) von W. Wenn wir einen Knoten besuchen, der
adjazent zu B ist, geben wir die x-Koordinate seines unteren Endpunktes aus.




